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Reprasentation dynamischer
Strukturen durch lineare Systeme

Ronald Hiibner

Universitit Regensburg

Die Anwendung der linearen Systemtheorie setzt voraus, dafl die Eingabe- und
Ausgabemengen Moduln sind. Diese Voraussetzung ist bei der Modellierung phy-
sikalischer Systeme nicht problematisch, da die meisten physikalischen Grofien
extensiv meflbar sind. Anders ist die Situation bei der Modellierung psychologi-
scher Systeme. Hier sind oft zumindest die Ausgabemengen psychologische Gro-
Ben, die nicht ohne weiteres gemessen werden kdnnen, und somit der Nachweis
threr Moduleigenschaft schwierig ist.

Eine Moglichkeit, trotz dieser Schwierigkeiten lineare Systemtheorie in der Psy-
chologie anwenden zu kdnnen, bietet deren Kombination mit der axiomatischen
MeRtheorie. Es kann gezeigt werden, dafl sich fiir lineare Systeme mit einer skala-
ren Eingabe- und Ausgabegrofle die Theorie des additiv verbundenen Messens so
modifizieren laf}t, dafl sie sich zur Systemidentifikation eignet. Ein Anwendungs-
beispiel im Zusammenhang mit der Lautheitsadaptation wird gegeben.

Einleitung

Zur Modellierung dynamischer Vorgange werden in der Regel system-
theoretische Methoden verwendet. Ausgangspunkt ist dabei eine sogenann-
te ,black box*, ein System, bei dem nur die Eingabe- und Ausgabegrofien
direkt zu beobachten sind. Ziel der Modellierung ist, das Verhalten der
,black box“ mit Hilfe eines formalen Modells und einer Menge von Sy-
stemzustinden zu beschreiben. Bei allgemein zeitdiskreten Systemen — und
nur diese finden in dieser Arbeit Beriicksichtigung — werden die Systemzu-
stinde durch Aquivalenzklassen von Eingabefolgen gebildet (vgl. Padulo &
Arbib, 1974). Ausgangspunkt ist dabei die Ein-Ausgabe-Funktion der
»black box“. Diese wird dann als formales diskretes System realisiert. Die
praktische Durchfiihrung einer solchen Systemrealisation ist aber nicht all-
gemein moglich, weil dazu meist der Vergleich der Ausgabe der ,black
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box“ bei unendlich vielen Eingaben erforderlich wire. Um hier zu einer
praktischen Durchfihrbarkeit zu gelangen, ist die Einfithrung zusitzlicher
Restriktionen erforderlich, die zu linearen Systemen fiihren.

Mit diesen Restriktionen wird gefordert, daff die Eingabe- und Ausgabe-
mengen Moduln uber einem unitiren Ring R sind und die beobachtbare
Ein-Ausgabe-Funktion R-linear ist. Fiir viele Bereiche bringt es kaum zu-
sitzliche Beschriankungen, fiihrt aber oft zu besserem Verstindnis, wenn
man statt den Moduln die gelaufigeren Vektorraume fordert und Linearitat
statt der R-Linearitat, was im folgenden geschehen soll.

Fiir die Ingenieurswissenschaften bedeutet die Forderung der Vektor-
raumeigenschaft fiir die Eingabe- und Ausgabemengen meist keine grofie
Einschrinkung. Praktisch wird sie erfiille, indem die physikalischen Ein-
gabe- und Ausgabegroflen z.B. extensiv gemessen werden, und die Mefi-
werte dann als Ausgangspunkt dienen. Die Linearitit der Ein-Ausgabe-
Funktion kann dann relativ einfach empirisch getestet werden. Vor dem
Realisationsproblem steht also das Meflproblem, das aber bei physikali-
schen Systemen in der Regel leicht zu bewiltigen ist.

Anders sieht es in der Psychologie aus. Hier kdnnen die Groflen oft nicht
einfach gemessen werden. So haben psychophysische Systeme zwar als Ein-
gabe ebenfalls physikalische, als Ausgabe jedoch psychologische Groflen.
Letztere extensiv zu messen, ist aber in den meisten Fillen nicht moglich.
Hinzu kommt, dafl die psychologischen Grofien nicht direkt beobachtbar
sind. Deshalb kann man auch die Funktion, die als Ausgangspunkt fiir die
Systemrealisation dient, nicht direkt ermitteln.

Bei einigen Versuchen, trotzdem systemtheoretischen Methoden in der
Psychologie anzuwenden, wurde von den Probanden verlangt, Zahlen zu
nennen, die der psychologischen Ausgabegrofie entsprechen. Diese wurden
dann als Meflwerte interpretiert und entsprechend verwendet (vgl. z.B.
Gregson, 1983; 1984). Vom theoretischen Standpunkt aus betrachtet ist
dieses Vorgehen sehr unbefriedigend. Deshalb wird in dieser Arbeit ein
mefitheoretischer Ansatz verfolgt. Bis jetzt hat die Mefitheorie noch keine
Konzepte entwickelt, die eine Reprisentation dynamischen Verhaltens er-
lauben. Die vorliegende Arbeit verwendet daher den Ansatz des additiv
verbundenen Messens in einer Weise, daf} dies moglich wird. Dabei werden
Bedingungen spezifiziert, die ein Messen der Eingabe- und Ausgabegrofien
erlauben und zusatzlich Linearitit der Ein-Ausgabe-Funktion garantieren.
Ist diese identifiziert, kann sie relativ einfach durch ein lineares System
realisiert werden. Ferner fiithrt diese Konzeption zum auch sonst in der
Psychologie tiblichen Paarvergleich.
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Diskrete zeitinvariante lineare Systeme

In diesem Abschnitt werden einige Konzepte aus der Systemtheorie dar-
gestellt, die im weiteren Verlauf der Arbeit benétigt werden. Da hier aus-
schiiefflich diskrete zeitinvariante lineare Systeme relevant sind, werden die
ersten beiden Attribute im folgenden der Einfachheit halber nicht mehr
explizit erwihnt. Bei der Darstellung der Konzepte wird Bezug genommen
auf Kalman, Falb und Arbib (1969) und Padulo und Arbib (1974).

Ein lineares System wird hier als Struktur £ = (X, A, U, B, ¥, C)
definiert. Dabei sind U, X, Y Vektorriumeund A : X = X, B : U — X und
C : X — Y lineare Abbildungen, so daf}

X,+; = Ax, + Bu, und
y,=Cx, firallex e Xundue U

U wird Eingabemenge, X Zustandsmenge und Y Ausgabemenge genannt.
Entsprechend heiflt B Eingabefunktion, A Zustandsiibergangsfunktion und
C Ausgabefunktion. t € Z ist ein Zeitindex.

Die Menge aller Eingabefolgen w ist: U* = {w | Ug, Uy, ..., u; € U}. Die
Nullzustandsantwort &y von X ist gegeben durch die Funktion')

k
Oy : Uy, ..., Uy, Ug —)ZCAl, Bu,.
=

Ausgangspunkt fiir eine Systemrealisation ist nun eine Ein-Ausgabe-
Funktion f : U* — Y, die zu jeder Eingabefolge w die entsprechende
Ausgabe y angibt. Die Aufgabe bei der Systemrealisation besteht darin, die
drei linearen Operatoren A, B, und C zu identifizieren, so daf d, = f ist.
Dazu muf als erstes U* zu einem Vektorraum gemacht werden, denn nur
dann kann f linear und eine Identifikation méglich sein. Um dies zu errei-
chen wird die Tatsache genutzt, daff f(w) sich nicht andert, wenn vor  eine
beliebige Folge von Nullen gehiangt wird. Diese modifizierte Menge von
Inputfolgen wird durch U* bezeichnet. Durch geeignete Definitionen von
Operationen kann U* relativ einfach zu einem Vektorraum gemacht wer-
den (vgl. Padulo & Arbib, 1974).

Ist nun eine lineare Funktion f : U* — Y gegeben, dann kann gezeigt
werden, dafl es ein minimales lineares System

= <XS A’ U’ B) Y) C)a

1) Die Indizes der Eingabefolgen sind hier aus technischen Griinden in umgekehrter Rei-
henfolge als sonst uiblich.
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gibt, so dafl gilt:
k
f(uk) se, Uy Uo) = ZCA[, BU[.
s

S ist dabei in dem Sinne minimal, dafl der Zustandsraum X von X die
geringst mogliche Anzahl von Dimensionen hat. Gibt es mehrere minimale
lineare Systeme, dann sind sie isomorph zueinander.

Dieses Ergebnis gibt keine Hinweise, wie X praktisch zu berechnen ist.
Es laf3t sich aber ein Algorithmus angeben, wenn irgend eine Beschrinkung
N hinsichtlich der Dimension von X gegeben ist. Dazu wird (w) fiir alle
w € U~ definiert durch:

i)
(wy=| @9

flw, 0¥

wobei mit 0V eine Folge von N Nullen gemeint ist. Wenn U die Basis ey, ...,
e, hat, wihlt man eine Basis fiir den Raum, der durch folgende Vektoren
aufgespannt wird:

Ky =1[{er), ..., {en), {e1,0), ..., {em O), ..., {€,, OV Y, .., {e,, OV 1Y)

Bestehe diese Basis aus den Vektoren (w;) ... (w,) mit ' = N, und sei
[w] der Spaltenvektor, dessen Komponenten die Koeffizienten von (@) in
Hinsicht auf diese Basis sind. Dann ist £ in Hinsicht auf diese Basis defi-
niert durch die Matrizen:

An = [[wy, 0], ..., [wy, O]]
By = [[ei], ... [em]]
Cn= [f(wl)s B f(a),,)]

Dieser Realisationsalgorithmus wird nun an einem Beispiel verdeutlicht.
Dazu wird eine Ein-Ausgabe-Funktion mit skalaren Eingabe- und Aus-
gabegroflen genommen. Als Basis e; wird die Standardbasis verwendet. Es
sei bekannt, daff eine dreidimensionale Realisation existiert. Dann ist

A1) f(1,0) f(1,0,0)
= /(1,00  f(1,0,0) f(1,0,0,0) |=[(1)(1,0)(1,0,0)].
(1,0,0) f(1,0,0,0) f(1,0,0,0,0)

Sei nun angenommen, daf sich folgende speziellen Werte ergeben:

1 -1 5
K= —1 5 —17].
5 —17 6l
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Fiir diese Matrix wird nun eine Basis gesucht. In diesem Fall ist sie (1)
und (10), da die dritte Spalte linear abhingig ist mit (100) = 2(1) —
3(10). Nach dem Realisationssatz ist [w] der Spaltenvektor [y, x2]', so dafy
(w) = x{1) + x{10). Als Losung ergibt sich:

A= [[1,01,[1,0,0]]= [?—i }

B= [l = |o]

C= [f1), f1,0]=[1, ~1].

Bei der praktischen Durchfiithrung von Systemrealisationen wird in der
Regel die Dimension des Zustandsraumes nicht von vornherein bekannt
sein. Trotzdem kann in vielen Fillen eine Realisation erfolgen. A wird
iterativ solange vergroflert, bis A, und A, den selben Rang haben.
Dann wird eine Basis fiir JAC, gesucht, und die Realisation ist gesichert.

Dieser Formalismus fiithrt zur Kalmanschen Zustandsraumdarstellung
von Systemen. Bei dieser Darstellung reicht es aus, den jeweiligen Zustand
des Systems und die momentane Eingabe zu kennen, um die nichste Aus-
gabe zu berechnen. Der mathematische Teil, der zu einer Realisation fiihrt,
ist dabei relativ einfach. Schwieriger diirfte in den meisten Fillen die Uber-
prifung der Linearitit und die Messung der Ausgabegrofie sein. Dies gilt
insbesondere fiir psychologische Anwendungen. Um hier zu Losungen zu
kommen, werden Konzepte aus der axiomatischen Mefitheorie herangezo-
gen. Zumindest fiir einige Klassen von Systemen mit skalaren Eingabe- und
Ausgabegroflen konnen interessante Verbindungen mit der Systemtheorie
aufgezeigt werden.

Mefitheorie

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, wie bestimmte lineare Funktionen
durch ein lineares System realisiert werden kdnnen. Dabei wurden allge-
mein vektorielle Eingabe- und Ausgabegrofien erlaubt. Im folgenden wird
die Betrachtung eingeschrinkt auf lineare Systeme mit skalaren Eingabe-
und Ausgabegrofien. Durch diese Restriktion wird es ermoglicht, die Theo-
rie des additiv verbundenen Messens so zu modifizieren, dafl eine empiri-
sche binare Relation auf einer Menge von Eingabefolgen zu einer numeri-
schen Reprasentation fiihrt, die dann als lineares System realisiert werden
kann. Um diesen Weg aufzuzeigen, miissen vorab noch einige Konzepte des
additiv verbundenen Messens eingefiihrt werden. Der Formalismus wird
dabei von Krantz, Luce, Suppes und Tversky (1971) tibernommen. Dort
sind auch die Beweise der Ergebnisse nachzulesen, wenn nicht anders an-
gegeben.
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Additive Reprasentation von n-Komponenten

Bei den meisten Anwendungen des additiv verbundenen Messens in der
Psychologie wurden lediglich zwei Komponenten beriicksichtigt. So etwa
die Hohe und Breite von Rechtecken bei der Messung threr wahrgenomme-
nen Fliachengrofle (vgl. Lukas, 1987). Eine Erweiterung auf Strukturen mit
mehr als zwei Komponenten ist aber theoretisch einfach. Ausgangspunkt ist
eine Ordnungsrelation > auf dem Mengenprodukt A, x A; X ... X A,. Es
werden also » Komponenten zugelassen. Das Mengenprodukt zusammen
mit der Ordnungsrelation ist eine algebraische Struktur. Fiir diese Struktur
werden nun Eigenschaften spezifiziert, die zu einer additiven Reprisenta-
tion fithren. D.h. Eigenschaften, welche die Existenz reellwertiger Funktio-
nen (Skalen) ¢; auf A;, 7 € N, mit N = {1, 2, ..., n}, garantieren, so dafl fir
alle 4;, b; € A, gilt:

(ﬂ1, aay ﬂ,,) > (b], ey b,,) gdw .21 ¢,’(ﬂ,‘) = Z d),(b,)
= =1

Ferner soll gelten, daf} die Funktionen {¢;} eindeutig bis auf positiv
lineare Transformationen der Art:

¢'i = ap; + B
sind, mit @ > 0 und 3, i€ N.

Damit eine solche Reprisentation moglich ist, wird als erstes gefordert,
dafl > eine schwache Ordnung ist, d.h. konnex und transitiv. Ferner soll
die Unabhingigkeit gelten. Eine binire Relation > auf dem Mengenpro-
dukt A} X A, X ... A, ist unabhingig gdw fiir jedes M = N, die Ordnung
> u, die durch > auf Xy A, fiir fest gewihlte a; € A;, i € N — M induziert
wird, nicht von der speziellen Wahl der 4, abhingt. Man kann zeigen, daf}
wenn > eine schwache Ordnung ist, dann auch >

Als nichstes wird die eingeschrankte Losbarkeit gefordert. D.h. dafl fiir
alle 7 € N gilt, wenn

(b], vy b,‘, iy b,,) 2 (ﬂl, ey By aeny ﬂ,,) > (b], ceny é,‘, “any 19,,)
dann gibt es ein b; € A;, so daff
(byy ooy biy oy b)) ~ (ayy ooy @iy -y ay).

Mit 4 bzw. a ist dabei das grofite bzw. kleinste Element der Menge A
gemeint.

Weiter soll gelten, dafl jede strikt beschrankte Standardfolge endlich ist.
Eine Standardfolge ist dabei folgendermaflen definiert: Sei > eine unabhin-
gige schwache Ordnung auf A; X A, X ... X A,. Fir eine beliebige Menge
M aufeinanderfolgender ganzer Zahlen ist eine Menge {a,-|a,- €A,ie M}
eine Standardfolge (der Komponente 1), gdw es p, g in irgend einer anderen
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Komponente A, k € N, k # 1, gibt, so dafl nicht (p ~ ; ¢) und furalles, i +
1 € M, ajp ~1; a; +19. Eine entsprechende Definition gilt fir die anderen
Komponenten.

Da die Ordnung unabhingig ist, bezeichnet ~; die, durch > induzierte
Aquivalenzrelation auf A; bei beliebigen, aber festen Elementen der anderen
Komponenten. Die Relation ~; ist entsprechend als induzierte Aquivalenz-
relation auf A; X A; definiert.

Schlieflich miissen mindestens drei Komponenten wesentlich sein, wobei
eine Komponente A; wesentlich ist, gdw esa, b € Ajundp € A, 1,7 € N, i#
J» gibt, so dafl nicht ap ~ ;; bp.

Die Festlegung auf n = 3 ergibt sich daraus, daff bet weniger als 3 Kom-
ponenten zusitzlich die Doppelaufhebung gefordert werden mufl (vgl.
Krantz et al.,, 1971). Die durch diese angefithrten Eigenschaften spezifizier-
ten Strukturen werden n-Komponenten additiv verbundene Strukturen ge-
nannt.

Endliche identische Komponentenmengen

Von den n-Komponenten additiv verbundenen Strukturen ist fiir das hier
verfolgte Ziel besonders der Spezialfall interessant, bei dem die Mengen
identisch sind, d.h. (4; X A; X ... X A,, =) mit A; = A;. Diese Strukturen
ermdglichen, den Index als Zeitindex zu interpretieren. Ferner kdnnen Be-
ziehungen zwischen den einzelnen Skalen betrachtet werden. So kann un-
tersucht werden, unter welchen Bedingungen die Skalen proportional zu-
einander sind. Dies ist deshalb interessant, weil dann eine Reprisentation
moglich ist, bei der nur noch eine Skala vorkommt, und die Unterschiede
zwischen den Komponenten durch Proportionalititskonstanten reprisen-
tiert sind:

O[(ay, ..., a,)] = ;1,%(4,-)

Koopmans (1960) hat mit solchen Strukturen zeitliche Folgen von Kon-
sumgiitern reprisentiert. # wird als eine Nutzenfunktion auf A angesehen
und 4; als sogenannter Discountfaktor. Koopmans (1960) betrachtet in sei-
ner Arbeit allerdings unendlich Komponentenfolgen. Krantz et al. (1971)
haben seine Ergebnisse auch auf den endlichen Fall iibertragen.

Datfiir, dafl alle ¢, proportional zu # sind, ist eine notwendige und hinrei-
chende Bedingung, dafl die Standardfolgen invariant iiber die Komponen-
ten sind. D.h., wenn 2, 2@, ..., 4% eine Standardfolge in einer Komponen-
te ist, dann diirfen keine ungleichen Abstande in einer anderen Komponen-
te auftreten. Es reicht aus, wenn dies fiir drei-Glied Standardfolgen gefor-
dert wird. Wenn 4, b, ¢; eine Standardfolge ist und 4, = a;, b; = b, ¢; = ¢,
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dann darf 4, b;, ¢; nicht ungleich abstindig sein. Dies wird formal definiert
durch die Standardfolgenbedingung. Eine n-Komponenten additiv verbun-
dene Struktur (A", >) erfiillt die Standardfolgenbedingung gdw fiir alle
Standardfolgen a;, b;, ¢; alle verschiedenen j, kb, » = j, k = 1 und alle 4;, b}, c;,
Pe g € A gilt: wenn a, = aj, b, = b, ¢; = ¢;und a;p, ~ j bygp dann bp, ~
Ciqk-

Hat man nun mit (A", >) eine n-Komponenten additiv verbundene
Struktur fiir die die Standardfolgenbedingung gilt, dann gibt es eine Inter-
vallskala # auf A und von Null verschiedene Zahlen 4, ..., 4,, so dafl fiir alle
(@1, ...y a,) und (b, ..., b,) € A" gilt:

(a1y ..oy ay) = (byy ..y b)) gdel,-u(a,-) > Z Au(b)).
i=1 i=1

Die 4; sind eindeutig bis auf Multiplikation mit einer positiven Kon-
stanten.

Eine spezielle Form von 4; ist gegeben durch die exponentielle Form 4; =
7! wobei 1 > 0 (gewdhnlich auch A < 1). Dies entspricht der qualitativen
Eigenschaft Stationaritit, wie sie von Koopmans (1960) zuerst fiir unendli-
che Komponentenfolgen formuliert wurde, und von Krantz et al. (1971) auf
den endlichen Fall Gibertragen wurde. Eine binare Relation > auf A”, n =3,
ist stationdr gdw es ein x € A gibt, so daf} fiir alle a®, ..., 2@V, b, .,
b~ e A gilt:

(@®, ..., a" Y, x) > (b, ..., b7, x)
gdw
(x, ah, ..., a""" > (x, b, ..., B,

Wenn fiir eine n-Komponenten additiv verbundene Struktur die Statio-
naritit gilt, dann gibt es eine Intervallskala # auf A und eine eindeutige Zahl
A > 0, so daf fiir alle (a4, ..., 4,) und (by, ..., b,) € A" gilt:

n

@y oy an) 2 (bry oo by) gdw ) 27u(a) = ) 2 u(b).
=1

=1

Additive Reprisentation unendlich vieler Komponentenmengen

Die Spezialisierung der n-Komponenten additiv verbundenen Strukturen
auf identische Komponentenmengen ist ein Schritt hin zur Reprisentation
zeitlicher Strukturen. In diesem Abschnitt werden Strukturen mit unend-
lich vielen Komponentenmengen oder einfach unendliche verbundene
Strukturen betrachtet. Wie schon erwihnt, wurden Reprisentationen fir
solche Strukturen mit identischen Komponenten bereits von Koopmans
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(1960) (siehe auch Koopmans, Diamond & Williams, 1964) angegeben.
Allerdings wurde in diesen Arbeiten die Existenz einer Nutzenfunktion «
auf der Komponentenmenge A bereits vorausgesetzt. In einer spiteren
Arbeit hat Koopmans (1972) die Theorie so umgeformt, daff eine Ordnung
und nicht mehr eine Nutzenfunktion Ausgangspunkt fiir eine Reprisenta-
tion ist. Alle Arbeiten verwenden aber bei der Formulierung der Reprasen-
tationsbedingungen die topologischen Annahmen von Debreu (1960).

Hier wird die Betrachtung der unendlichen verbundenen Strukturen in
der algebraischen Axiomatisierung von Krantz et al. (1971) fortgefiihrt. Die
entsprechenden Beweise konnen in Hiibner (1988) nachgelesen werden.

Ubertrigt man die oben angefithrten Eigenschaften der n-Komponenten
additiv verbundenen Strukturen auf die unendlichen verbundenen Struktu-
ren, dann sind fir die Definition der Unabhangigkeit und die der einge-
schrinkten Losbarkeit geringe Modifikationen notig (vgl. Hiibner, 1988).
Unendlich verbundene Strukturen mit diesen Eigenschaften sollen hier
I-Komponenten-Strukturen genannt werden.

Fir I-Komponenten-Strukturen 1aflt sich keine allgemeine Reprasenta-
tion angeben. Jedoch kann gezeigt werden, dafd fiir bestimmte Teilstruktu-
ren Reprisentationen existieren, oder wenn zusatzliche Eigenschaften ver-
langt werden. Eine dieser zusatzlichen Eigenschaften ist die Stationaritat.
Auch diese Eigenschaft mufl fur I-Komponenten-Strukturen modifiziert
werden. Sei / = {1,2, ...}. Dann ist eine binire Relation > auf A’ stationdr
gdw es ein x € A gibt, so daf}

@, a®, .y > (6D, b9, ...) gdw (x, 2V, 2@, ..) = (x, bV, bD, )

fiir alle (a9, 2@, ..)), (b, b®, ..)) e Al

Hier bedeutet die Stationaritit also, daf§ sich die Ordnung zwischen zwei
Komponentenfolgen nicht dndert, wenn bei beiden durch ein gleiches Ele-
ment alle anderen Glieder um einen Platz nach hinten verschoben werden.

Koopmans (1960) hat gezeigt, dal wenn zusitzlich die Stationaritit ge-
fordert wird, es eine Reprisentation fir alle beschrankten Komponenten-
folgen gibt. Eine Komponentenfolge (4;) ist beschrinkt, gdw es a, 2 € A mit
a >, a gibt, so daff

a>ia > afiralei=1,2,.

l~l

Die Reprisentation, wie sie von Koopmans (1960) fur stationire [-Kom-
ponenten-Strukturen A/, >) fiir die Menge der beschrinkten Folgen ange-
geben wurde, fithrt zu einer Intervallskala # auf A und einer eindeutigen
Zahl 0 < 1 < 1, so daf

Df(a))] = ;Af-'u@)

ordnungserhaltend ist.
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Hat man Komponentenmengen, die ein grofites und ein kleinstes Ele-
ment enthalten — dies wurde durch die Forderung der nur eingeschrinkten
Lasbarkeit erlaubt — dann gilt die Reprasentation fur die gesamte Strukeur.

Reprisentation durch lineare Systeme

In diesem Abschnitt wird schliefilich der Zusammenhang zwischen I-
Komponenten-Strukturen und linearen Systemen hergestellt. Dies wird da-
durch erreicht, daf} die lineare Funktion, die den Ausgangspunkt fiir eine
Realisation durch ein lineares System X bildet, durch die Reprisentation
einer I-Komponenten-Struktur definiert wird. Die Reprisentation gelingt
dabei nur fiir bestimmte Teilmengen oder bei bestimmten Eigenschaften der
I-Komponenten-Struktur, wie schon gezeigt wurde. Im folgenden wird ein
lineares System X auch durch seine drei Matrizen bezeichnet, also £ = (A,
B, C). Die Eingabemenge ist hier die Menge der Skalenwerte der einzelnen
Komponenten. Die Ausgabemenge ist die Menge der Skalenwerte der Tu-
pel. Da Ein- und Ausgabe skalare Groflen sind, bendtigt man als Ein- und
Ausgabeoperatoren nur Vektoren, so daff hier nur Systeme der Art 3 = (A,
b, ¢) betrachtet werden.

Bei den I-Komponenten-Strukturen (A’, >) soll hier der Index i der
Komponentenfolgen als Zeitindex ¢ interpretiert werden, so dafl

(agy a1y ...) = (an, a1, ...).

Gilt zusitzlich die Standardfolgenbedingung, dann werden solche Struk-
turen dynamische Strukturen genannt.

Die Korrespondenz zu den Eingabefolgen eines linearen Systems wird
dadurch hergestellt, daff die Skalenwerte der Komponenten als Eingabe-
menge verwendet wird. Unendliche Eingabefolgen korrespondieren mit
den Folgen der entsprechenden Skalenwerte. Die endlichen Eingabefolgen
korrespondieren mit der Folge der entsprechenden Skalenwerte, wobei der
Rest der Komponentenfolgen mit Nullen aufgefiillt wird:

Hoy Hyy ooy i <> (n(ay), w(a,-1)s - #(a,_p), 0, 0, ...).

Als erstes werden jetzt solche Strukturen betrachtet, bei denen nur die
ersten n = 3 Komponenten wesentlich sind. In bezug auf Systeme bedeutet
das, daf nur die letzten n Eingaben einen Einflufl auf die Ausgabe des
Systems haben. Fiir solche Strukturen gilt, daf} es eine Intervallskala # und
ein lineares System = = (A, b, ¢,) gibt, so daf fiir alle (4, ,-1, ...), (by, b1,
.)€ Al gile:

n—1 n—1
(@ @ity ) 2 (b bicyy ..) gdw Y ¢’ Albu(a,_) =) ¢’ Abu(b,_,).
1=0 -0
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Der Bewelis ist einfach und kann in Hiibner (1988) nachgelesen werden.
Hier soll die Reprisentation anhand eines Beispiels verdeutlicht werden.
Angenommen, man hat eine dynamische Struktur, bei der nur die ersten
3 Komponenten wesentlich sind. Wenn fir #(a,;) #; geschrieben wird,
dann lafit sich die mefltheoretische Reprasentation angeben durch:

/10140 + 11141 + },2142.

Wird der Realisationsalgorithmus angewendet, wie er oben dargestellt
wurde, fihrt das zu dem linearen System:

000 1
X,+1=100 x[+ Oul
010 0

Ve = [AO Ay /12] X;.

Als nichstes werden nun stationire dynamische Strukturen betrachtet.
Datfiir gibt es eine Intervallskala » und ein lineares System £ = (A, b, ¢), so
daf fiir alle (a, a,_y, ...), (b, b,y ...) € A gilt:

(@ @ro1s ) 2 (b by, -.) gdw ) ¢’ Albu(a,_) = ) ' Abu(b,_,).
=0 =0

Diese Reprisentation fiihrt zu eindimensionalen Systemen. Da hier (A’,
>) eine stationire I-Komponenten-Struktur ist, gilt nach dem oben gezeig-
ten die Reprisentation:

(D[(ﬂu Ai—15 .- )] = Z).’ﬂ(ﬂ,_,‘) (1)
=0
mit 0 < A < 1. Nun wird der Backshift-Operator 13
Bu, = u,
eingefiihrt, dessen Hintereinanderausfithrung als Potenz geschrieben wird:
Bu, = u,_,.

Wird nun y, fir ®[(a, a,-, ...)] geschrieben, dann steht fiir (1)

Y = Z ABu(a,_).
=0

Da A < 1 gilt, ist in dieser Gleichung eine konvergierende Potenzreihe
enthalten. Mit Hilfe der z-Transformation lafit sich deshalb zeigen, dafl die
unendliche Reihe umgeformt werden kann, so daf}:

1
Y = T3 u (a,).
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Dies i8¢ sich schreiben als
Y = u(a,) + Ay,

Die Realisation durch ein dynamisches System ist schliefflich:

Xepy =A%, + u,
Y = X,

Man sieht, dafy die Zustinde skalare Groflen sind.

Die hier angefiihrten Reprisentationen durch lineare Systeme sind nur
Spezialfille. Jedoch sind sie praktisch durchaus relevant, wie im nachfolgen-
den Anwendungsbeispiel gezeigt wird.

Anwendungsbeispiel

In diesem Abschnitt wird kurz ein Experiment geschildert, bei dem Teile
der hier vorgestellten theoretischen Uberlegungen angewendet wurden.
Eine ausfiihrliche Beschreibung ist in Hiibner (1988) angegeben. Mit dem
Experiment sollte die Dynamik der Lautheitsadaptation untersucht werden.
Als Eingabemenge wurden Sinustone (3000 Hz) mit verschiedenen Intensi-
titen (50, 60, 66 dB SPL) verwendet. Als Struktur wurde eine I-Komponen-
ten-Struktur angenommen, bei der nur die ersten 3 Komponenten wesent-
lich sind. Mit den 3 Intensititsausprigungen ergaben sich 27 Reizfolgen und
damit 27% = 729 Paare (a, b), die im Paarvergleich beurteilt werden mufiten.
Um zu einer Reduktion der Paarvergleiche zu kommen, wurden einmal
Paare mit identischen Komponenten (a4, ) nicht dargeboten und von sym-
metrischen Reizpaaren (a, b) und (b, 4) nur jeweils eines. Danach verbleiben
noch (1/2)n(n — 1) = 351 Paarvergleiche.

Eine weitere Reduktion ergab sich durch die Verwendung langer Folgen-
paare, in denen alle Reizpaare enthalten waren. Bei simultaner Darbietung,
d.h. jedem Ohr jeweils eine lange Folge, wurde dann von den Probanden
verlangt, bei jedem Komponentenpaar zu beurteilen, ob der Ton im linken
oder im rechten Ohr lauter ist. Fiir die Auswertung wurden dann die ge-
suchten Folgenpaare der Linge 3 mit Hilfe von ,Fenstern®, die an den
Folgen entlang gezogen wurden, ermittelt. Als Beurteilung dieser Folgen-
paare wurde die Reaktion jeweils zum Zeitpunke ¢ gewertet.

Da die Beurteilung von Axiomenverletzungen sehr problematisch ist,
weil es noch keine allgemein akzeptierten Kriterien gibt, wurde hier auf das
Testen einzelner Axiome verzichtet. Die Auswertung erfolgte vielmehr mit
einem Minimierungsalgorithmus nach Powell (1964). Damit wurden die
Skalenwerte und Koeffizienten gesucht, die eine optimale Reproduktion
der Relationenmatrix (d.h. der Urteile bei den Paarvergleichen) erbrachten.
Die Ergebnisse fiir 6 Durchginge bei einem Probanden zeigt die Tabelle 1.
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Tabelle 1
Skalenwerte und Proportionalititskonstanten
1 (50)  u (60) u (66) A Ay Min
1 1 12.87 22.88 -0.175 —-0365 22
2 1 16.17 25.21 —-0.225 -0.103 14
3 1 14.45 24.19 -0.387 -0.113 23
4 1 12.31 22.89 -0469 ~0.029 12
5 1 9.37 \14495 —-0.241 —0.121 23
6 1 20.70 27.38 —-0.255 —0.084 11
m 1 14.31 22.92 ~0.296 —0.136

In den Spalten 2 bis 4 stehen die Skalenwerte der Reizkomponenten und
in den Spalten 5 und 6 die Koeffizienten. In der letzten Spalte steht die
Anzahl der Zellen der Relationenmatrix, die nicht reproduziert werden
konnten. Die Reproduzierbarkeit bewegt sich zwischen 95% und 91%.
Man sieht, dafl auch tatsichlich Adaptation erfafit wurde. Die Skalenwerte
sind hinsichtlich der Intensitit monoton steigend. Die Koeffizienten sind
negativ, d.h., die beiden vorangegangenen Reize haben einen negativen
Einfluf§ auf die Lautheit des momentanen Reizes. Dabei ist, abgesehen vom
ersten Durchgang, der Einfluf} des letzten Reizes grofler als der des vorletz-
ten Reizes. Will man diesen Zusammenhang als lineares System angeben,
dann ergibt sich als Realisation:

000

X =|100| x,+ |0]
010 0

v, = [1 —0.296 —.0136] x,.

Dabei wurden die gemittelten Werte der Koeffizienten eingesetzt. Als
Eingabemenge dienen die Skalenwerte.

Diskussion

Es wurde gezeigt, dafl durch die Kombination mefitheoretischer und
systemtheoretischer Methoden die Reprisentation dynamischen psycholo-
gischen Verhaltens durch lineare Systeme moglich ist. Dazu wurde die
Theorie des additiv verbundenen Messens erweitert. Bei der Anwendung
der Methode konnen, wie in dem Beispiel der Lautheitsadaptation gezeigt
wurde, gleichzeitig die Ausgabegrofien gemessen und ein lineares System
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identifiziert werden, wenn die spezifizierten qualitativen Bedingungen einer
Ordnungsrelation auf der Menge der Eingabefolgen erfiillt sind. Dies er-
moglicht die Anwendung in der Psychologie, da so die nicht direkt erfaf3-
baren psychologischen Ausgabegroflen — unter Umstinden auch psycholo-
gische Eingabegroflen — erfafit werden konnen, ohne problematische Me-
thoden wie das Grofleneinschitzen verwenden zu missen.

Noch ein weiterer Vorteil gegenuber den ,herkdmmlichen“ Anwendun-
gen der linearen Systemtheorie in der Psychologie soll erwahnt werden. Da
psychophysische Funktionen bekannterweise nicht linear sind, werden die
physikalischen Eingangsgrofien meist ad hoc nichtlinear transformiert. Bei
der hier entwickelten Methode werden die Nichtlinearititen durch die Ska-
lierung auf elegante Weise aufgefangen.

Eine Schwierigkeit bei der Anwendung der hier vorgestellten Methode
entsteht dadurch, dafl sie deterministisch formuliert ist. Die Beurteilung
von Axiomenverletzungen ist, wie auch sonst in der axiomatischen Mef3-
theorie, noch ungeklart. Im Anwendungsbeispiel wurden deshalb die opti-
malen Skalenwerte mit einem Minimierungsprogramm gesucht. Wiin-
schenswert wire hier eine geeignete Fehlertheorie, um die einzelnen Axio-
me zu testen.

Summary

The application of linear system theory is based on the assumption, that
the input and output sets are modules. To fulfill this assumption is not
difficult for physical systems because most of the physical quantities are
measurable by extensive measurement. But the application for modeling
dynamic psychological behavior leads to several difficulties. At least the
output sets are psychological quantities which are difficult to measure.

However, despite these difficulties it is possible to apply linear system
theory in psychology if it is combined with axiomatic measurement theory.
For systems with scalar input and output quantities, 1t is shown that after
some modifications the theory of additive conjoint measurement is suitable
for system identification. An example of the application to loudness adapta-
tion is given.
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